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Introducere

Despre ce realitate ne vorbeste matematica? Opinia curenta e ca
matematicienii se ocupa de formalisme abstracte care doar din
ratiuni de neexplicat se aplica in toate domeniile stiintei. Conce-
pem entitdti imateriale care ulterior par destinate sa defineasca
modele ale unor fenomene care chiar au loc in lume. De o parte
stau lucrurile reale, cele care ,,se intampla“; de cealalta parte sunt
conceptele matematice, creatii ale mintii noastre, care ne stimu-
leaza comportamentul intr-un mod mai mult sau mai putin eficient.
Cu sigurantd, faptul ca nu cunoastem adevaratele motive ale fortei
descriptive a formulelor si ecuatiilor nu ne ajutd sa ldmurim mo-
tivatiile rationamentului matematic. Asa se vede, pana la urma,
validatd ideea cd matematicienii nu sunt interesati sa se ocupe de
lumea reald, iar matematicile continud sa se prezinte ca o stiinta
care elaboreaza operatii ingenioase cu reguli si concepte care par
inventate cu unicul scop de a fi respectate intocmai'. Prea putin
conteaza ca unele idei au fost sugerate de observarea fenomenelor
naturale; operatiile produc repede concepte avansate si complexe
care se detaseaza de realitatea observabila si care, 1n final, con-
firma imaginea stramba a unei matematici ca pur joc lingvistic
ori ca formalism gol.

Totusi, daca ne intoarcem la istoria sa Indepartata si la moti-
vatiile ei cele mai profunde, matematica apare orientata diferit de
cum e perceputd in mod obisnuit. Izvoarele ne fac sa intelegem
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ca aritmetica si geometria din vechime incepuserd sa-si asume
sarcina nu atat de a descrie sau de a simula lucruri reale, cat de a
oferi o fundamentare a nsasi realitatii lumii din care si ele faceau
parte. Tocmai entitatile concrete, acelea cel mai direct si nemij-
locit perceptibile, erau schimbitoare si apareau deci ca ireale. In
numere, in schimb, in raporturile si in figurile geometriei era de
gasit ceea ce le sustragea instabilitatii si evanescentei.

Daca ne gandim la celebrele paradoxuri ale lui Zenon, la nume-
rele-puncte ale pitagoreicilor si ale atomistilor antici, la filozofia
matematica a lui Platon, la descoperirea incomensurabilitatii si la
semnificatia conceptului de raport (/6gos), la calculele babilonie-
nilor si la matematica vedicd, ne aflam in fata unui corpus grandios
de cunostinte care laolaltd aduc la lumina partea cea mai launtrica
si invizibila, dar si cea mai reald, a entitatilor existente In natura.
Dar orientarea aceasta nu apartine doar matematicii antice. Teoria
numerelor si a continuului aritmetic elaborata in secolul XIX se
afirma ca o continuatoare ideala a vechii scoli pitagoreice si a
viziunii sale despre lume inspirate de un principiu de realitate ato-
mistd. Matematicienii din vremea aceea continuau sa sustind ca
toate constructiile lor simbolice corespund unor entitati cat se poate
de reale, iar senzatia cea mai raspandita era ca de succesul teoriilor
lor depindea fundamentul necesar intelegerii lumii. Atunci cand
bazele acelor teorii, in prima parte a veacului al XX-lea, au deve-
nit nesigure si au inceput sa treacd printr-o revizuire criticd, ma-
tematica a fost obligatd sa caute ratiunile care dau cu adevarat
concretete unui sistem de calcul si ne fac sa avem incredere in el.

A inceput atunci sa circule printre matematicieni un cuvant
cheie — algoritm — care denumea nu atat o formula abstracta, cat
un proces efectiv®. Procesul trebuia sd se desfasoare intr-un numar
finit de pasi, In spatiu si timp, pornind de la o multime de date ini-
tiale pana la un rezultat final, potrivit modalitatilor prevazute de
o magind. Definitiile formale ale algoritmului, bazate pe recursi-
vitate, pe masina Turing ori pe alte formalisme, urcd in timp pana
in anii 30 ai secolului trecut, dar primele avertismente ca tocmai
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conceptul de algoritm era menit sd mosteneasca sensul realitatii
matematice, adica sensul a tot ce considerd matematicienii drept
real si efectiv, se inregistreaza deja in primul deceniu al secolului
trecut, la precursorii intuitionismului matematic si in primele ar-
gumente cu care Emile Borel infrunta paradoxurile semantice si
primele semne ale crizei fundamentelor.

Stiinta algoritmilor a avut o dezvoltare tumultuoasa in intreg
secolul XX. Punctul culminant s-a inregistrat in definitiile formale
din anii *30 dupa care, urmare a constructiei primelor calculatoare
digitale, s-a produs separarea in doud filoane complementare si
relativ opuse: de o parte informatica teoreticd, dimpreund cu o
teorie abstracta a calculabilitdtii si a complexitdtii calculului, de
cealalta parte o stiintd a calculului la scara mare, avand sarcina
s rezolve problemele fizicii matematice, ale economiei, ale ingi-
neriei sau ale informaticii In termeni pur aritmetici si numerici.
Numeroasele implicatii filozofice ale acestui al doilea filon nu au
fost inca suficient lamurite, dar deja e evident, o simte oricine, cat
de adanc a patruns, in toate sectoarele vietii, ale culturii si in orga-
nizarea sociald aceastd multiplicare a unei varietati de procese de
calcul menite sa rezolve probleme specifice extrem de diverse.

In calculul numeric la scard mare, eficacitatea teoretica a algo-
ritmilor tinde sd devind eficientd computationala. lar azi pare deja
limpede ca, pentru a fi reale, chiar entittile matematice construite
cu ajutorul unui proces de calcul trebuie sa poata fi gandite in
acelasi mod, ca algoritmi eficienti. Acum, eficienta depinde mai
ales de modul in care cresc complexitatea calculului si eroarea
care depinde in mod special de cdt de repede cresc numerele pe
parcursul calculului.

Motivele cresterii numerelor sunt strict matematice si le putem
intelege numai folosind teorii relativ avansate. Dar e util sd obser-
vam ca motivul cresterii, in orice aspect al sau, a suscitat deja
atentia anticilor si tocmai modul in care e tratatd cresterea mari-
milor in geometria greaca, in calculele vedice si In matematica
mesopotamiand ne ajuta sa intelegem cauzele cresterii numerelor

INTRODUCERE 7



in algoritmii moderni. Motivul e pe cat de simplu, pe atat de sur-
prinzator: unele scheme de calcul importante au ramas neschim-
bate din acea vreme si pana azi, cand apar in cele mai complexe
strategii pe care le utilizeaza calculul la scara mare.

Din ce anume provin acele scheme? in unele cazuri foarte
relevante pentru stiinta modernd, izvoarele vorbesc limpede: acele
scheme provin dintr-o combinatie extrem de speciala de proiect
uman si principiu divin. in India vedica, altarele lui Agni aveau
forme geometrice complexe si trebuiau sa poata fi marite de o suta
de ori fara a-si schimba forma, cu tehnici specifice care se rega-
sesc si in geometria greacd, si in calculul mesopotamian. In Grecia,
se putea Intimpla — de pilda, in cazul duplicarii cubului — ca mul-
tiplicarea unei figuri sa fie cerutd de un zeu. Dar multiplicarea
figurii geometrice era strans legatd de algoritmii cu care se apro-
ximau acele numere irationale care apar atunci cdnd se masoara
marimi geometrice precum diagonala unui patrat de latura unu
ori raportul dintre o circumferinta si diametrul sau. Cu mult inainte
de zeul lui Descartes, cei care au asigurat legatura intre concep-
tiile misticilor si naturd, intre sfera noastra cea mai intima si rea-
litatea externa au fost zeii vedici si cei greci. Si pe vremea aceea
principiul unei asemenea legituri posibile era matematica. In orice
caz, modalitatile de crestere in geometria antica, sugerate de zeu,
se reflectd azi In cresterea numerelor in calculele digitale, influ-
entdnd in mod fundamental stabilitatea calculului si puterea de
predictie a modelelor matematice. Intr-adevir, modalitatile de cres-
tere a figurilor geometrice, in particular a patratului, sunt adesea
corelate cu proceduri numerice care genereaza fractii p/q care
aproximeaza numere irationale, unde p si ¢ sunt numere ntregi.
Dar de obicei p si g cresc cu atat mai repede cu cat e mai rapida
convergenta metodei, cu eventuale efecte negative asupra preci-
ziei si a stabilitatii intregului proces de calcul.

Teza conform cdreia numerele irationale sunt entitdti reale, cu
un statut ontologic de acelasi fel cu al numerelor intregi, a fost o
cucerire a matematicii sfarsitului de secol XIX si a modului in
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care s-a definit atunci conceptul aritmetic de continuu. Dar dez-
voltarea stiintei algoritmilor si a calculului digital in secolul trecut
a devenit expresia unei alte opozitii: un fel de ultim act al acelei
tensiuni perene dintre numere si geometrie, dintre discret si con-
tinuu catre care trimiteau celebrele paradoxuri ale lui Zenon. Se
poate vorbi despre opozitie, deoarece studiul algoritmilor a fost
inlesnit, din chiar primii ani ai secolului trecut, de un concurs de
idei orientate nspre reevaluarea aspectelor mai realiste si con-
structive ale matematicii, In antitez cu acele abstractiuni din care
se nascusera paradoxurile si criza fundamentelor: pe de o parte,
autoritatea matematicianului francez Emile Borel, care semnala
importanta definirii obiectelor matematice prin constructii algo-
ritmice; pe de alta parte, sciziunea dramatica operata de L.E.J.
Brouwer si de intuitionismul matematic in interiorul ansamblului
matematicii. Sustinand ca un numadr exista numai daca e construit,
Brouwer a dezlantuit un atac general asupra sistemului stiintific
predominant la acea datd, punand la indoiala insesi definitiile fun-
damentale ale analizei clasice.

Filozofiile constructiviste, care se bazeaza pe o idee de calcu-
labilitate efectiva, au atribuit o noud preeminenta tocmai proce-
sului care parea exterior vocatiei abstracte a matematicii, anume
au dat importanta operatiei concrete, actiunii naturale si, pana la
urma, procesului computational care se desfasoara in interiorul
unei masini in limitele convenite de spatiu si timp. Dar e la fel de
evident ca strategii computationale importante sunt modelate pe
aceleasi scheme pe care oamenii le-au elaborat in timpuri in care
el se gaseau 1n stransa legatura cu zeii. Din necesitati rituale, in
India vedica si, la fel, in Grecia, motivul cresterii marimilor avea
o importantd fundamentala si trebuia atacat cu metode matema-
tice. lar schemele aproximative pentru a face sa creasca o marime
a unei forme geometrice Inca pot fi decelate in formule ale mate-
maticii computationale foarte avansate. Schemele nu s-au schim-
bat, dar au fost cu siguranta amplificate si perfectionate cu ajutorul
unor teorii matematice complexe. Tocmai din aceste teorii deriva
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si ratiunea eficientei si a capacitatii lor efective de a traduce mo-
delele matematice ale naturii in informatie digitala pura.

Procesul computational insusi, articulat intr-o miriadd de ope-
ratiuni concrete automate, se poate desfasura numai gratie struc-
turilor matematice abstracte care se insereaza mai mult sau mai
putin artificial in calcul. Abstractizarea matematica se combina
in mod necesar si sistematic cu materialitatea executiei automate
a operatiilor. Calculul e posibil gratie presupunerilor teoretice com-
plexe si a unor proprietati speciale ale numerelor, ale functiilor si
ale matricelor.

Réamane asadar deschisa intrebarea: sunt numerele niste enti-
tati reale? lar in caz afirmativ, sunt toate entitati reale 1n acelasi,
identic mod? Cele doua intrebari trebuie atacate impreuna. Istoria
ultimului secol si 0 analiza a conceptelor de numar si de algoritm
ne lasa deja sa Intrezarim o prima concluzie: exista specii diferite
de numere, care nu au acelasi statut ontologic, dar pentru care se
poate argumenta o existenta reald din ratiuni diferite si din puncte
de vedere diferite. Un criteriu decisiv pentru a stabili realitatea
numerelor e modul 1n care cresc ele in procesele de calcul. Si ratiu-
nile prime ale acestui fenomen sunt de gasit in analiza cresterii
marimilor geometrice elaboratd de gandirea antica, cu osebire in
matematica greacd, vedica si mesopotamiana.



1

Abstractizare, existenta si realitate

De unde vine matematica si care-i sunt scopurile? De ce exista
triunghiuri, patrate, cercuri si pentagoane? Ce fel de realitate ori
de existenta li se poate atribui numerelor? Asa cum uneori preci-
zeaza pana si cei mai intransigenti formalisti, matematica e cu-
noastere adevarata, iar obiectul acestei cunoasteri, putem anticipa
cu toatd increderea, nu e arbitrar, nu depinde de vreo fantezie ca-
pricioasd sau de alegerea schimbatoare a unor anumite axiome
sau principii. In plus, se intAmpla adeseori si percepem acest obiect
ca o realitate externd, independentd de mintea care-o elaboreaza.

Ni se pare de obicei cd matematica e o stiinta abstractd tocmai
pentru cd ea abstrage, pentru a le studia, proprietatile comune ale
unor entitati particulare, precum numerele, relatiile, figurile, ca
si cum proprietatile ar fi, la randul lor, noi entitati care asculta de
legi specifice. Ceea ce are avantajul ca tot ce se afirma despre
acestea din urma poate fi apoi aplicat diverselor entitati particu-
lare din care acestea provenisera prin abstractizare. Atunci cand
e abstract, rationamentul devine mai general si mai puternic. Dar
abstractizarea face mai problematica individualizarea unei esente
a entitatilor matematice, a unei naturi intrinsece pasibila de a fi
definita. Din existenta lor, cel putin ca obiecte ale gandirii noas-
tre, nu pare sa derive o realitate a esentei sub forma a ceva stabil
si limpede recognoscibil. Nu pare evidentd traditionala legatura
reciproca dintre essentia si existentia, care face ca una sa nu aiba
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